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Aufgabe 1
Die Funktion

JA@ =2+ fira<az<0
f(z)_{fQ(x)za:S—a: fir0<z<b

ist kein Spline, denn die f(z) stimmt zwar an der Intervallgrenze z = 0
linksseitig und rechtsseitig iiberein, das heifit f1(0) = f2(0) = 0, dies gilt jedoch
nicht fiir die Ableitung;:

fi(x) =32% +1
fi(z) = 32" — 1
f1(0) =1 # =1 = f3(0)

Damit ist die Splinebedingung der ersten Ableitungen nicht erfiillt.

Aufgabe 2

Zunéchst bestimmt man die benotigte Ableitung der Funktion f(z):

F@ = e (162%+242%+1) cos(x)—8z (422+5) sin(x)) —8z cos(z)+ (22 —12) sin(x)

Unter Verwendung von GNUPlot erkennt man, dass f(* ein Randextremum
hat (der Wert ist fiir # = —m oder © = 7 jeweils derselbe). Damit ist L =~
3.473137279 - 107. In den Bezeichnungen der Fehlerabschitzung von Satz 3.3.5
setzen wir weiterhin:

Q@ =1 (da die Stiitzstellen dquidistant)
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Es soll gelten (mit S(z) := interpolierender Spline):

|f(z) — S(z)| < coLQh* <107°
Also:

5 2
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- 106
& n > 5152.524324

<n

Somit ist n mindestens 5153. Damit miissen also zumindest 5154 Stiitzstellen
verwendet werden, wenn der Approximationsfehler sicher kleiner gleich 1076 sein
soll.
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Aufgabe 3

Die Funktion f(x) ist je nach Intervall aus den folgenden Funktionen zusam-
mengesetzt:

filz) =a(z —2)* + bz —1)3
fa(x) = c(x — 2)?
fa(z) = d(z —2)* +e(z — 3)3

Mit den Splinebedingungen fiir die Funktionswerte (Interpolationsbedin-
gung) ergibt sich:
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fo(l)=a=c
f2(3) = f3(3) =c=d

Fiir die ersten und zweiten Ableitungen der Funktionen an diesen Stellen
ergeben sich dieselben Bedingungen:

(@) =2a(x —2) +3b(x — 1) = fi(1) = —2a
3(x) = 2c(z — 2) = f3(1) = —2¢, f5(3) = 2c
fi(x) =2d(z — 2) + 3e(x — 3)* = f4(3) = 2d

Aus f1(1) = f5(1) folgt wieder a = ¢, aus f5(3) = f4(3) folgt wieder ¢ = d.
Und fiir die zweite Ableitung;:



1(x) =2a+6b(x—1)= f'(1) = 2a
5 (x) =2c= f3 (1) = 2¢, f3(3) = 2¢
{(z) =2d + 6e(x — 3) = f5(3) = 2d

Somit folgt erneut aus fi'(1) = f5(1) und f5(3) = f4/(3), dass a = ¢ und
¢ = d. Der Spline ist also fiir die folgenden Werte von a, b, ¢, d, e ein Spline:

M ={(a,b,a,a,e)|a,b,e € R}
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Nun bestimmt man durch das Losen von Gleichungssystemen a, b, e derart,
dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

fl(O) = 26,f1(1) =7
f(1)=7
f3(4) =25

Da a = ¢ = d, folgt aus fa(1) =7, dass a = ¢ = d = 7. Mit diesem Wissen
berechnet man aus f1(0) = 4a — b = 28 — b = 26, dass b = 2 gelten muss. Aus
f3(4) = 4d + e = 28 + ¢ = 25 folgt, dass e = —3 ist. Es wurde bereits gezeigt,
dass f(z) fiir a = ¢ = d ein Spline ist. In der Tat ist leicht zu iiberpriifen, dass
f(x) fiir a=c=d="7,b=2,e = —3 die Interpolationsaufgabe 16st:

F1(0) = 28 —2 = 26
() = f2(1) =7
f3(4) =25

Und somit ist der Spline fiir die gegebene Interpolationsaufgabe definiert
durch:

T(x—2)2+2(@x—-1)2 firz<1
flz) =< 7(x—2)2 firl <z <3
T(x—2)2—3(x—3)® fird3<z

Aufgabe 4

Sei n € N. Es sei eine Basis unseres n-dimensionalen Funktionenraums gegeben
durch:

Vie{l,..,n}

2 +a; fiirz #£0
pi(z) =

0 sonst
Die Basispolynome p;(z) sind aus Gradgriinden offensichtlich linear un-

abhéngig. Mit dieser Basis kann ein Interpolationsproblem, das ein Wertetupel
(x =0, f(z) = ) mit 8 # 0 enthilt, nicht gelost werden, denn:



Vi€ {1,....,n}:p;(0) =0 (nach Definition)

Gesucht ist aber ein p;(x), sodass p;(0) # 0. Dieses existiert in diesem Funk-
tionenraum nicht.
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