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Aufgabe 1

Lemma: Sein; > 1,p = (x — x;)™ - ¢ Polynom vom Grad n, wobei ¢ ein
Polynom ist mit g(z;) # 0 (es gilt also deg(q) = n — n;). Mit der Produktregel
folgt daraus:

/

pr=ni(@—z) "D g+ (w—w)™ g
=(x—z)"™ D (ni-q+ (x—) )

/

Fiir ein Polynom q’ mit deg(q’) = n —n; — 1. Also hat p’ hat eine Nullstelle
in x; mit algebraischer Vielfachheit n;_;.
O

Beweis der Fehlerformel: Wir definieren die Hilfsfunktionen r und R analog
wie im Beweis zu (3.2.11):

In diesem Fall kénnen wir nicht davon ausgehen, dass alle Nullstellen paar-
weise verschieden sind, denn die algebraische Vielfachheit jeder Nullstelle kann
auch # 1 sein. Dennoch kann fiir zwei verschiedene ,,benachbarte* Nullstellen
x; # x;41 eine Nullstelle in der néchsten Ableitung von r gezdhlt werden. Dies
ist eine direkte Folgerung aus dem Satz von Rolle.

Fiir identische Nullstellen ersieht man durch sukzessive Benutzunzg der Pro-
duktregel der Differentiation (Beweis siehe Lemma), dass deren algebraische
Vielfachheit sich genau um 1 verringert. Somit ergibt sich fiir die Ableitungen
von r (analog zu 3.2.11):

e r hat mindestens n + 2 Nullstellen: zg,z1,...,z,,Z € I, wobei die z;
mehrfach in dieser Zéhlung vorkommen (genau n;-fach)

e 7’ hat mindestens n + 1 Nullstellen



e ("1 hat mindestens 1 Nullstelle &

Nun gilt analog zu 3.2.11: ™tV (z) = D () — R (n + 1)!, somit ist

0 =t (&) = fOHD(£)~ R-(n+1)! und durch Auflésen nach R und Einsetzen
der Defintion folgt:

fFrE) _ f(@) - p@)

(n+1)! ui(:fc)
= 118) = p(&) = o T EE)

Dies beweist die Behauptung fiir z € I.

Aufgabe 2

Die Plots der Funktionen befinden sich im Anhang. Fiir A = 0.5 ist diese Abbil-
dung 1 auf Seite 4, fiir h = 1.5 Abbildung 2 auf Seite 4. Das Polynom, das die
Beziehung min(f(z)) < p(x) < max(f(x)) (fiir das Intervall [0,...,2.5]) erfiillt,
wird durch die Stiitzstellen zg = 0,21 = 2,25 = 2.25, 23 = 2.5 beschrieben.
Dieses Polynom ist in Abbildung 3 auf Seite 5 beschrieben.

Aufgabe 3

Mit den in der Aufgabe gegebenen Bedingungen folgt, dass das Hermitepolynom
allgemein von der Form p(z) = ax? + ba® + cx? + dx + e sein muss. Und mit
f(x) = e® gilt fiir diese Bedingungen:

p(0) =1,p(1) =e,p/(0) =1, p'(1) =, p"(0) =1

Nun konnen die Gleichungen schrittweise gelost werden. Dabei werden mit
a,b,c,d, e die Variablen der allgemeinen Polynomgleichung bezeichnet:

p0)=1=e=1
PO)=1=d=1

p’'(0)=1=c=

N | =

Die allgemeine Gleichung wurde nun in p(z) = az* + ba® + 322 + z + 1
iiberfithrt. Aus p(1) = e und p’(1) = e ergeben sich die Gleichungen:

5
a+b+§=e
da+3b+2=e

éb:e—g—a



Setz man dies in die zweite Gleichung ein, so kann man durch wohldefinierte
Umformungen a, b bestimmen:

4a+3(efgfa):672

1
=>4a+36—?5—3a:e—2

11
=a=—2e+ 5~ 0.063436
= b=3e — 8~ 0.154845

Somit gilt fiir das Hermitepolynom:

11 1
p(z) = (—2e+ ?)$4 + (3¢ — 8)z3 + 5962 +x+1

p(z) ~ 0.0634362* + 0.15484523 + 0.5z + = + 1

Der Fehler errechnet sich nun nach der bereits bekannten Fehlerformel. Es
sind Stiitzstellen zg,x; gegeben und insgesamt 5 Bedingungen gesetzt. In den
Voraussetzungen der Aufgabe ist somit ng = 3 und n; = 2. Damit ist w(z) :=
4 (x—1)2 =23 +22 - 22+ 1. Und da f)(2) = f(z) fir f(z) = e, gilt:

If =Pl < Hlollooll £ H Do

1
(n+1)

Dabei ist ||w(z)||eo = 1 (Randextremum) und || "+, = e (fiir das gege-
bene Intervall I). Somit gilt fiir den Fehler Ax:

1
Az <1-e-— =0.02265
. “ 120



Anhang

Abbildung 1: f und p; fir A =0.5

20.05 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 2: f und ps fiir h = 1.5, der Fehler ist anschaulich sehr grof3
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Abbildung 3: f und p(x)



